
从策略梯度到 TRPO 与 PPO
一份逐步可验证的数学推导讲义

本讲义从马尔可夫决策过程的定义出发，完整推导策略梯度定理、性能差异引理、信任
域方法的代理目标及其误差界、Fisher信息矩阵的三种等价形式、信任域二次规划的精
确解与自然梯度，最后给出 TRPO的工程实现与 PPO的简化路径。
与常见笔记相比，本讲义补上了三处通常被跳过的关键论证：(i)性能差异引理的完整
证明；(ii)“忽略状态分布漂移”并非近似而是一阶精确的严格理由；(iii) Fisher信息矩
阵与 KL散度 Hessian相等的证明，并说明为何正向与反向 KL给出同一个二阶结构。
文中第 10节给出四组数值实验，对上述结论逐条做了独立验证；所有图表均由这些计
算直接生成。

全部推导自主完成，可自由使用与修改
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1 记号与问题设定
定义 1.1 (折扣 MDP). 一个折扣马尔可夫决策过程由六元组M = (S,A, P, r, ρ0, γ) 给出：S 为
状态空间，A为动作空间，P (s′ | s, a)为状态转移核，r(s, a)为奖励函数，ρ0 为初始状态分布，
γ ∈ [0, 1)为折扣因子。
策略 πθ(a | s)由参数 θ ∈ Rn决定（例如神经网络权重）。轨迹 τ = (s0, a0, r0, s1, a1, r1, . . . )的

生成概率为
pθ(τ) = ρ0(s0)

∏
t≥0

πθ(at | st)P (st+1 | st, at). (1)

优化目标是折扣累积回报的期望

J(θ) = Eτ∼pθ

[∑
t≥0

γtrt

]
= Es0∼ρ0

[
V πθ(s0)

]
. (2)

三个价值函数：

V π(s) = Eπ

[∑
t≥0 γ

trt

∣∣∣ s0 = s
]
, (3)

Qπ(s, a) = Eπ

[∑
t≥0 γ

trt

∣∣∣ s0 = s, a0 = a
]
, (4)

Aπ(s, a) = Qπ(s, a)− V π(s). (5)

定义 1.2 (折扣状态访问测度). ρπ(s) =
∑
t≥0

γt Pr(st = s | π)。

注 1.3. ρπ 是未归一化的测度，总质量为 1/(1− γ)。本讲义所有含 ρπ 的等式都在这个约定下成立，
这样可以避免反复出现 1/(1− γ)因子。很多笔记在这里含糊其辞，导致后续常数对不上。

2 策略梯度定理
2.1 对数导数技巧
难点在于：J(θ)是对分布 pθ 求期望，而分布本身依赖 θ，不能直接把∇θ 挪进期望号。解决办法
是下面这个恒等式。
引理 2.1 (得分函数恒等式). 对任意在 θ处可微且支撑集不依赖 θ的概率密度 pθ，

∇θpθ(x) = pθ(x)∇θ log pθ(x), Ex∼pθ

[
∇θ log pθ(x)

]
= 0.

证明. 第一式由链式法则 ∇ log p = ∇p/p移项即得。第二式：

Ex∼pθ [∇θ log pθ(x)] =
∫

pθ(x)
∇θpθ(x)

pθ(x)
dx = ∇θ

∫
pθ(x)dx = ∇θ1 = 0.

为什么第二式如此重要
E[得分] = 0是后文三处关键结论的共同来源：基线的无偏性（命题 2.4）、代理目标的一阶精
确性（定理 5.1）、以及 Fisher信息矩阵等于 KL的 Hessian（定理 6.2）。把它单独提出来，后
面就不必重复论证。

2



2.2 基本形式
定理 2.2 (策略梯度，轨迹形式).

∇θJ(θ) = Eτ∼pθ

[(∑
t≥0

∇θ logπθ(at | st)
)
R(τ)

]
, R(τ) =

∑
t≥0

γtrt.

证明. 由引理 2.1，

∇θJ =

∫
∇θpθ(τ)R(τ)dτ =

∫
pθ(τ)∇θ log pθ(τ)R(τ)dτ = Eτ

[
∇θ log pθ(τ)R(τ)

]
.

对 (1)取对数：

log pθ(τ) = log ρ0(s0) +
∑
t

logπθ(at | st) +
∑
t

logP (st+1 | st, at).

第一项与第三项均不含 θ（环境是给定的，我们只能调策略），求导后为零，故 ∇θ log pθ(τ) =∑
t∇θ logπθ(at | st)。

这一步的物理含义
环境动力学 P 被消掉了——这正是策略梯度可以无模型使用的根本原因：我们从不需要知道
P，只需要能从环境中采样。

2.3 三个精化
定理 2.2的估计量方差极大，实用形式需要三步改进。

(1)因果性（reward-to-go）。 t时刻的动作不可能影响 t′ < t时刻已经拿到的奖励，这部分相关性
纯属噪声。
命题 2.3. 对任意 t′ < t，E

[
∇θ logπθ(at | st) γt

′
rt′

]
= 0。因而

∇θJ = E
[∑
t≥0

∇θ logπθ(at | st)
∑
t′≥t

γt
′
rt′

]
.

证明. 用全期望公式，先对 at 在给定历史 Ft = (s0, a0, . . . , st)下取条件期望。rt′（t′ < t）是 Ft

可测的，可提到条件期望外：

E
[
∇ logπθ(at | st)γt

′
rt′

]
= E

[
γt

′
rt′ Eat∼πθ(·|st)

[
∇ logπθ(at | st)

]︸ ︷︷ ︸
=0（引理 2.1）

]
= 0.

(2)基线（baseline）。
命题 2.4 (基线的无偏性). 对任意只依赖状态的函数 b : S → R，Ea∼πθ(·|s)

[
∇θ logπθ(a | s) b(s)

]
= 0。

证明. b(s)对 a而言是常数，提到期望外，再用引理 2.1即得。
取 b(s) = V π(s)，权重就从Qπ 变成 Aπ = Qπ − V π：期望不变（无偏），但方差通常大幅下降，

因为减掉了“状态本身好坏”这部分与动作无关的共同成分。
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(3)状态分布形式。
定理 2.5 (策略梯度定理).

∇θJ(θ) = Es∼ρπθ , a∼πθ

[
∇θ logπθ(a | s)Aπθ(s, a)

]
.

一个几乎所有实现都存在的偏差
定理 2.5中 ρπ 带有 γt权重，即时刻 t的样本应按 γt加权。而主流实现（含 PPO的标准实现）
对所有时刻等权处理。因此实践中的“策略梯度”严格来说不是 J 的梯度，而是另一个目标
的梯度。这一偏差在 γ → 1时可忽略，是被广泛接受的工程折中，但面试中被追问时应当能
说清楚。

3 优势函数与 GAE

3.1 两条基本性质
命题 3.1. (i) Aπ(s, a) = Es′∼P (·|s,a)

[
r(s, a) + γV π(s′)− V π(s)

]；
(ii) Ea∼π(·|s)

[
Aπ(s, a)

]
= 0对每个 s成立。

证明. (i)把 Qπ 的贝尔曼方程 Qπ(s, a) = Es′ [r + γV π(s′)]代入定义。
(ii) Ea∼π[Q

π(s, a)] = V π(s)是 V 的定义，故 Ea∼π[A
π] = V π(s)− V π(s) = 0。

性质 (ii)说明优势函数是零中心化的：它只衡量相对好坏，不含绝对价值。这条性质在定理
5.1中会起决定性作用。

3.2 GAE 的推导
实践中 Q与 V 都是期望值，拿不到，只能估计。记 TD残差

δVt = rt + γV (st+1)− V (st). (6)

若 V = V π 精确，则由命题 3.1(i)有 E[δVt ] = Aπ(st, at)，即 δt是无偏估计。定义 k步估计

Â
(k)
t =

k−1∑
l=0

γlδVt+l = −V (st) +

k−1∑
l=0

γlrt+l + γkV (st+k). (7)

k越大越接近蒙特卡洛（偏差小、方差大），k越小越依赖 V（偏差大、方差小）。
命题 3.2 (GAE的闭式). 以 (1− λ)λk−1为权重对 Â(k)做指数加权平均，得

Â
GAE(γ,λ)
t := (1− λ)

∑
k≥1

λk−1Â
(k)
t =

∑
l≥0

(γλ)l δVt+l.

证明. 把定义展开，按 δt+l 归并同类项。δt+l 出现在所有 k ≥ l + 1的项中，其总系数为

(1− λ)γl
∑

k≥l+1

λk−1 = (1− λ)γl · λl

1− λ
= (γλ)l.

两个端点值得记住：λ = 0时 Ât = δt（单步 TD）；λ = 1时 Ât =
∑

l≥0 γ
lrt+l − V (st)（蒙特卡

洛，与 V 的偏差无关）。

4



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
(

)

 0.95

= 0:At = t
 TD,

= 1:

GAE:AGAE
t =

l 0
( )l

t + l 

(  V )

( )

图 1 GAE中 λ的作用：在 V 的近似偏差与蒙特卡洛采样方差之间连续插值。

4 性能差异引理：一切的起点
下面这条引理是整个信任域方法族的地基。很多笔记直接引用它的结论，但它其实有一个只用望
远镜求和（telescoping）就能完成的漂亮证明。
定理 4.1 (性能差异引理，Kakade–Langford 2002). 对任意两个策略 π与 π′，

J(π′)− J(π) = Eτ∼π′

[∑
t≥0

γtAπ(st, at)
]
=

∑
s

ρπ′(s)
∑
a

π′(a | s)Aπ(s, a).

证明. 在 π′生成的轨迹上展开 Aπ（命题 3.1(i)）：

Eτ∼π′

[∑
t≥0

γtAπ(st, at)
]
= Eτ∼π′

[∑
t≥0

γt
(
rt + γV π(st+1)− V π(st)

)]
= Eτ∼π′

[∑
t≥0

γtrt

]
︸ ︷︷ ︸

= J(π′)

+Eτ∼π′

[∑
t≥0

(
γt+1V π(st+1)− γtV π(st)

)]
.

第二个求和望远镜相消，只剩首项（γ < 1且 V π 有界时尾项趋于零）：

Eτ∼π′

[
− V π(s0)

]
= −Es0∼ρ0

[
V π(s0)

]
= −J(π).

两式相加即得结论。第二个等号只是把轨迹期望按状态访问频率重写。
引理在说什么
新策略比旧策略好多少，完全由新策略走过的状态上、旧策略的优势函数决定。注意其中的
错配：期望对 π′ 取，而优势函数是 π的。这个错配正是所有困难的来源——我们手上只有 π
采集的数据。
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5 代理目标：为什么可以“忽略状态分布漂移”
定理 4.1无法直接优化：ρπ′ 依赖于我们尚未确定的 π′，要评估它就得用 π′ 重新采样，而这正是
我们想避免的。于是把 ρπ′ 换成 ρπθold

，定义代理目标

Lθold(θ) := J(θold) +
∑
s

ρπθold
(s)

∑
a

πθ(a | s)Aπθold (s, a). (8)

用重要性采样把对 πθ 的求和换成可用旧数据估计的形式：∑
a

πθ(a | s)A(s, a) =
∑
a

πθold(a | s)
πθ(a | s)
πθold(a | s)

A(s, a) = Ea∼πθold

[ πθ(a | s)
πθold(a | s)

A(s, a)
]
, (9)

于是
Lθold(θ) = J(θold) + Es∼ρπθold

, a∼πθold

[ πθ(a | s)
πθold(a | s)

Aπθold (s, a)
]
. (10)

5.1 一阶精确性：这不是近似
替换 ρπ′ → ρπθold

常被描述为“假设状态分布变化忽略不计”。这个说法容易让人以为它是一个粗
糙的近似。实际上它比这强得多：
定理 5.1 (代理目标与真实目标一阶重合).

Lθold(θold) = J(θold), ∇θLθold(θ)
∣∣
θ=θold

= ∇θJ(θ)
∣∣
θ=θold

.

证明. 零阶。在 θ = θold处 (8)的第二项为∑
s ρπθold

(s)
∑

a πθold(a | s)A
πθold (s, a)，由命题 3.1(ii)内

层和对每个 s都为零，故 L(θold) = J(θold)。
一阶。由定理 4.1，J(θ) = J(θold) +

∑
s ρπθ

(s)hθ(s)，其中 hθ(s) :=
∑

a πθ(a | s)A
πθold (s, a)。

对 θ求导并用乘积法则：
∇θJ(θ)

∣∣∣
θold

=
∑
s

(
∇θρπθ

(s)
)∣∣∣

θold
hθold(s)︸ ︷︷ ︸

(I)

+
∑
s

ρπθold
(s)∇θhθ(s)

∣∣∣
θold︸ ︷︷ ︸

(II)

.

关键在于 hθold(s) = Ea∼πθold
[Aπθold (s, a)] = 0对每一个 s成立（命题 3.1(ii)），因此 (I) = 0——无论

∇θρπθ
多大。而 (II)恰是 ∇θLθold(θ)|θold。

正确的理解方式
状态分布的导数 ∇θρπθ

一点也不小——策略稍变，访问的状态分布可以剧烈改变。它之所以
不出现在一阶项里，是因为它被优势函数的零均值性质整体抹掉了。所以“忽略状态分布漂
移”造成的误差是 O(∥θ− θold∥2)而非 O(∥θ− θold∥)，这才是信任域方法成立的真正基础：只
要步子足够小，代理目标就可信。

5.2 误差有多大：单调改进定理
一阶重合只说明误差是二阶的，还需要一个可计算的界来决定步子该多小。
定理 5.2 (单调改进下界，Schulman et al. 2015). 记 ε = maxs,a |Aπθold (s, a)|，α = maxsDTV

(
πθold(· |

s), πθ(· | s)
)，则

J(θ) ≥ Lθold(θ)−
4εγ

(1− γ)2
α2.

结合 Pinsker不等式 DTV(p, q)
2 ≤ 1

2DKL(p∥q)，可写成 KL形式

J(θ) ≥ Lθold(θ)− C Dmax
KL (πθold , πθ)︸ ︷︷ ︸

=:M(θ)

, C =
2εγ

(1− γ)2
.
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证明思路. 构造 πθold 与 πθ 的一个耦合：在每个状态上以概率 ≥ 1 − α让两者取相同动作。则两
条轨迹在前 t 步完全一致的概率至少为 (1 − α)t。把 J(θ) − Lθold(θ) 按“首次分歧时刻”分解，
每个分歧事件贡献至多 ε 的误差、发生概率至多 1 − (1 − α)t ≤ tα，再对 t 按 γt 求和并使用∑

t tγ
t = γ/(1− γ)2，即得上述常数。完整论证见原文附录。

推论 5.3 (单调不降). 若取 θnew = arg maxθ M(θ)，则 J(θnew) ≥ M(θnew) ≥ M(θold) = J(θold)，即
回报单调不降。
证明. 第一个不等号是定理 5.2；第二个由 θnew的最优性；第三个等号因为DKL(πθold∥πθold) = 0且
L(θold) = J(θold)（定理 5.1）。

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

old 

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

old:  J = L = M,  J = L

new = arg maxM

J( new) M( new) > M( old) = J( old)

 J( )
 L old( )( )

 M( ) = L( ) C Dmax
KL

图 2 最小化–最大化（MM）结构。代理目标 L与 J 在 θold处零阶、一阶重合但会越走越偏；减去 KL惩
罚后得到处处不高于 J 的下界M，最大化M 即保证 J 不降。

为什么实践中不直接用这个定理
理论常数 C = 2εγ/(1− γ)2极其保守：取 γ = 0.99即有 (1− γ)−2 = 104，按此惩罚项走出的
步长小到无法训练。所以 TRPO把它改造为硬约束：不再惩罚 KL，而是限制 D̄KL ≤ δ，δ作
为超参数（典型取 0.01）。同时把 Dmax

KL 换成对 ρπθold
的平均 KL，因为最大值在连续状态空间

中无法估计。这两步都牺牲了定理的严格保证，换取可用性——理论给的是方向，不是配方。

于是得到 TRPO的优化问题：

max
θ

Êt

[ πθ(at | st)
πθold(at | st)

Ât

]
s.t. D̄KL(θold, θ) := Êt

[
DKL

(
πθold(· | st) ∥πθ(· | st)

)]
≤ δ. (11)

为什么约束策略而不是参数
参数与输出行为之间是高度非线性的关系：同样大小的 ∥∆θ∥，在某些方向上几乎不改变策
略，在另一些方向上可以把动作分布彻底改写。而定理 5.2的误差界是用分布距离表述的，所
以约束必须直接施加在行为上，界才成立。一个额外的好处是：KL约束对参数的重参数化不
变（见 7.1节），而 ∥∆θ∥ ≤ r依赖于你恰好怎么写这个网络。
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6 两次泰勒展开与 Fisher 信息矩阵
问题 (11)仍难直接求解。TRPO的做法是在 θold附近做局部近似：目标取一阶、约束取二阶。

6.1 目标的一阶展开
记L(θ)为 (10)的第二项。由定理 5.1，L(θold) = 0（去掉常数 J(θold)后）且∇θL|θold = ∇θJ |θold =: g，
即

L(θold +∆θ) ≈ g⊤∆θ, g = E
[
∇θ logπθ(a | s)

∣∣
θold

Aπθold (s, a)
]
. (12)

可以直接验证：∇θ
πθ
πθold

∣∣
θold

= ∇θπθ
πθold

∣∣
θold

= ∇θ logπθ
∣∣
θold
，即朴素策略梯度就是代理目标的梯度。

6.2 Fisher 信息矩阵的三种等价形式
定义 6.1. F (θ) := Ex∼pθ

[
∇θ log pθ(x)∇θ log pθ(x)⊤

]。
定理 6.2 (三形式等价). 在正则条件下（pθ 二阶可微、支撑集不依赖 θ、可交换求导与积分），

E
[
∇ log pθ∇ log p⊤θ

]︸ ︷︷ ︸
(a)外积

= −E
[
∇2 log pθ

]︸ ︷︷ ︸
(b)对数似然 Hessian的负期望

= ∇2
θ′ DKL

(
pθ ∥ pθ′

)∣∣∣
θ′=θ︸ ︷︷ ︸

(c) KL的 Hessian

.

证明. (a)=(b)．对 ∇ log p = ∇p/p再求一次导：

∇2 log pθ =
∇2pθ
pθ
−
∇pθ∇p⊤θ

p2θ
=
∇2pθ
pθ
−∇ log pθ∇ log p⊤θ .

两边对 x ∼ pθ 取期望，第一项 E
[
∇2pθ/pθ

]
=

∫
∇2pθ dx = ∇2

∫
pθdx = ∇21 = 0，于是

E[∇2 log pθ] = −F (θ)。
(b)=(c)．令 f(θ′) = DKL(pθ∥pθ′) = Ex∼pθ

[
log pθ(x) − log pθ′(x)

]。注意期望是对固定的 pθ 取
的，与 θ′无关，故可直接对 θ′求导：

∇θ′f = −Ex∼pθ

[
∇θ′ log pθ′(x)

]
, ∇2

θ′f = −Ex∼pθ

[
∇2

θ′ log pθ′(x)
]
.

在 θ′ = θ处代入 (b)即得∇2
θ′f |θ′=θ = F (θ)。顺带地，∇θ′f |θ′=θ = −E[∇ log pθ] = 0（引理 2.1）。

推论 6.3 (KL的二阶展开).

DKL
(
pθold ∥ pθold+∆θ

)
= 1

2∆θ⊤F (θold)∆θ +O(∥∆θ∥3).

零阶项为 0（同分布），一阶项为 0（得分零均值）——这就是为什么约束必须展开到二阶：展开
到一阶的话约束退化为 0 ≤ δ，完全失效。而目标函数在一阶就有非零信息，故只需一阶。
正向 KL 还是反向 KL

定理 6.2(c)用的是正向 KL DKL(pθ∥pθ′)。可以证明反向 KL DKL(pθ′∥pθ)在 θ′ = θ处的 Hessian
也等于 F。两者只在三阶及以上才分道扬镳，因此在信任域这种局部近似里，KL写哪个方向
不影响结果。第 10节的实验 1对此做了数值确认（图 5右）。

为什么目标不也展开到二阶
数学上当然可以，但目标的 Hessian HL = E

[
(∇2 logπθ)A+∇ logπθ∇ logπ⊤θA

]带有优势函数
A作权重，因而 (i)不保证半正定——最大化一个非凹的二次近似会让优化器认为“越远越好”，
数值上极不稳定；(ii)每个样本的 A差异很大，估计方差远高于 F（F 只依赖策略本身，与奖
励无关）。所以 TRPO的分工是：目标的一阶信息决定往哪走，KL的二阶结构决定能走多远。

注 6.4 (策略场景下的F ). 在RL中F 是对状态取平均的条件Fisher：F = Es∼ρπθold

[
Ea∼πθold (·|s)

[∇ logπ∇ logπ⊤]
]。

由外积形式立刻可知 F ⪰ 0；但它常常奇异（例如 softmax参数化下全 1方向落在零空间中），因
此实现里必须加阻尼 F + αI，α ∼ 10−1∼10−3。
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7 信任域二次规划的精确解
把两次展开代回 (11)，得到标准二次规划

max
∆θ

g⊤∆θ s.t. 1
2∆θ⊤F∆θ ≤ δ. (13)

定理 7.1 (自然梯度步). 设 F ≻ 0且 g ̸= 0。则 (13)的唯一最优解为

∆θ⋆ =

√
2δ

g⊤F−1g
F−1g, 最优值 g⊤∆θ⋆ =

√
2δ g⊤F−1g.

证明. 目标线性、可行域为紧凸椭球，故最优解存在且必在边界上（否则沿 g 方向可继续增大）。
构造拉格朗日函数 L(∆θ, λ) = g⊤∆θ − λ

(
1
2∆θ⊤F∆θ − δ

)，稳定性条件
∇∆θL = g − λF∆θ = 0 =⇒ ∆θ = 1

λF
−1g (λ > 0).

代入取等的约束 1
2∆θ⊤F∆θ = δ：

1

2λ2
g⊤F−1FF−1g =

g⊤F−1g

2λ2
= δ =⇒ λ =

√
g⊤F−1g

2δ
.

回代得 ∆θ⋆。由于 F ≻ 0，KKT条件对该凸可行域是充分的，且解唯一。
方向 F−1g称为自然梯度；步长因子√

2δ/(g⊤F−1g)由信任域半径决定。第 10节实验 2用数
值优化独立验证了该闭式解。

7.1 几何意义与重参数化不变性
普通梯度上升 θ ← θ+αg隐含一个假设：在参数空间中沿各方向移动相同的欧氏距离 ∥∆θ∥2，对
策略造成的改变是可比的。这个假设是错的——参数空间是平的，策略空间是弯的。
在概率分布流形上，衡量 πθ 与 πθ+∆θ 差异的自然度量不是 ∥∆θ∥22，而是二阶 KL，即推论 6.3

中的∆θ⊤F∆θ。F 在这里扮演黎曼度量张量的角色，F−1则把欧氏梯度“矫正”到流形的曲率上。
命题 7.2 (自然梯度的协变性). 设重参数化 φ = h(θ)可微可逆，雅可比 J = ∂φ/∂θ。则

F−1
φ gφ = J

(
F−1
θ gθ

)
.

即自然梯度按切向量的方式变换，因而两种参数化下走出的策略变化完全相同。普通梯度不具备
该性质。
证明. 链式法则给出∇θ = J⊤∇φ，故 gθ = J⊤gφ，即 gφ = J−⊤gθ。同理Fθ = E[J⊤∇φ log p (J⊤∇φ log p)⊤] =
J⊤FφJ，即 Fφ = J−⊤FθJ−1。于是

F−1
φ gφ = JF−1

θ J⊤ · J−⊤gθ = JF−1
θ gθ.

这条性质是自然梯度真正的卖点：它使算法对“你恰好怎么写这个网络”不敏感。第 10节实
验 3给出了数值确认。

8 TRPO 的工程实现
理论解∆θ⋆直接算不出来：F 是 n× n矩阵，n是网络参数量（106起步），显式构造需 O(n2)存
储、求逆需 O(n3)时间。TRPO用三个技巧绕开。
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图 3 信任域几何。当 F 病态时，KL信任域是一个被拉长的椭球：沿椭球长轴方向参数可以走很远而策
略几乎不变，沿短轴方向则相反。普通梯度 g（红）指向目标上升最快的欧氏方向，自然梯度 F−1g（绿）
指向在给定策略变化预算下收益最大的方向。

(1) Fisher向量积（FVP）：永不构造 F。 由定理 6.2(c)，F = ∇2
θD̄KL，因此对任意向量 v，

Fv = ∇θ

((
∇θD̄KL

)⊤
v
)
, (14)

即先算 KL的梯度、与 v做内积得到标量、再反传一次。代价约为两次反向传播，存储 O(n)。

(2)共轭梯度法：解线性方程而非求逆。 用 CG迭代求解 Fx = g，得 x ≈ F−1g。CG只需要 FVP，
通常 10∼20次迭代即足够，总代价O(kn)。实现中对 F 加阻尼 F +αI 以应对奇异性与数值噪声。

(3)线性搜索：把近似拉回现实。 由于 CG只给出近似解、且两次泰勒展开本身有误差，按∆θ⋆走
完整步未必真的满足 D̄KL ≤ δ，也未必真的提升了目标。于是做指数回退搜索：令 θj = θold+βj∆θ⋆

（β = 0.5，j = 0, 1, 2, . . .），取第一个同时满足
D̄KL(θold, θj) ≤ δ 且 L(θj) > 0

的 j；若若干次后仍不满足则本轮不更新。这一步是“信任域”三个字在代码中真正的落点。
一个容易写错的数值细节

计算步长时应当用√
2δ/(x⊤Fx)x而不是√

2δ/(g⊤x)x。在精确算术下两者相同（x = F−1g ⇒
x⊤Fx = g⊤F−1g = g⊤x），但 CG只给近似解时，x⊤Fx用一次 FVP即可得到且始终非负，数
值上更稳。

9 从 TRPO 到 PPO

TRPO每一步都要跑 CG加线性搜索，实现复杂、与 dropout/参数共享等结构不易兼容。PPO的出
发点是：能不能只用一阶方法，近似达到“不让策略变化太大”的效果？
记概率比 rt(θ) =

πθ(at | st)
πθold(at | st)

，PPO的截断目标为

LCLIP(θ) = Êt

[
min

(
rt(θ)Ât, clip(rt(θ), 1− ϵ, 1 + ϵ)Ât

)]
. (15)
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命题 9.1 (截断的单边性).

min
(
rÂ, clip(r, 1− ϵ, 1 + ϵ)Â

)
=

{
Â ·min(r, 1 + ϵ), Â > 0,

Â ·max(r, 1− ϵ), Â < 0.

即：Â > 0时只在 r > 1 + ϵ一侧截断，Â < 0时只在 r < 1− ϵ一侧截断。
证明. Â > 0时 min作用在 r与 clip(r)上，而 clip(r) ≤ r当且仅当 r > 1 + ϵ；Â < 0时不等号反
向。

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
 rt( ) = / old

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

( )

At > 0( )

rtAt( )
LCLIP

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
 rt( ) = / old

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

:

At < 0( )

PPO ( = 0.2): ,

图 4 PPO截断目标。斜率变为零处梯度被切断，优化器不再有动力把 r推得更远；但另一侧始终保持斜
率，允许把已经偏离过头的概率拉回来。

PPO 常见误解
误解一：“clip给出了 KL的上界。”不成立。截断只约束单个样本的概率比，且只是让梯度归
零，并未施加任何惩罚力。在同一批数据上做多个 epoch的更新时，D̄KL 完全可以累积到远
超 δ的水平。这正是主流实现要额外加 KL early stopping（监控 D̄KL，超阈值就提前结束本轮
epoch）的原因。
误解二：“截断区之外梯度为零，所以样本被丢弃了。”只是该样本在该侧的一阶导为零；若
参数更新后 r回到区间内，它又会重新产生梯度。
误解三：“PPO是 TRPO的严格近似。”两者只在动机上相承。PPO没有定理 5.2意义上的单
调改进保证，它的成功更多来自工程上的稳健性与实现简洁。

另一变体 PPO-Penalty直接把 KL放进目标：L = Êt[rtÂt] − β D̄KL，并按 D̄KL 与目标值的比
较自适应调整 β。这一形式反而更贴近定理 5.2的原始结构。

Vanilla PG TRPO PPO-Clip
步长控制 学习率 α（手调） KL硬约束 δ 概率比截断 ϵ
用到的曲率 无 KL的二阶（F） 无（一阶）
每步代价 1次反传 CG（k次 FVP）+线搜 1次反传
数据复用 单次 单次 多 epoch
理论保证 无 近似单调改进 无

表 1 三种方法的定位对照。
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注 9.2 (延伸：GRPO). 在大模型RLHF场景中，训练一个与策略同规模的价值网络代价高昂。GRPO
的思路是对同一 prompt采样一组 G个回答，用组内奖励的标准化值 Âi = (Ri −mean(R))/std(R)
直接替代优势函数，从而完全去掉 critic。它继承了 PPO的截断结构，差别只在优势函数的估计
方式——这也说明本讲义前半部分（策略梯度、优势、信任域）才是真正通用的骨架。

10 数值验证
理论推导应当可被独立检验。以下四组实验直接对前文结论做数值确认。

10.1 实验 1：KL 的二阶展开与两个方向的等价性
取K = 6的 softmax策略 p = softmax(θ)，其 Fisher矩阵有闭式 F = diag(p)− pp⊤。沿随机方向 d
（已投影掉 F 的零空间）计算正向与反向 KL，与 1

2ϵ
2d⊤Fd比较：

ϵ 正向 KL 反向 KL 1
2ϵ

2d⊤Fd 正向残差 /ϵ3 反向残差 /ϵ3

10−1 7.8655×10−4 7.9037×10−4 7.8259×10−4 0.0040 0.0078
10−2 7.8300×10−6 7.8340×10−6 7.8259×10−6 0.0041 0.0081
10−3 7.8263×10−8 7.8267×10−8 7.8259×10−8 0.0041 0.0082
10−4 7.8259×10−10 7.8260×10−10 7.8259×10−10 0.0043 0.0079

表 2 残差除以 ϵ3后收敛到有限常数，说明两个方向的 KL残差都恰为 O(ϵ3)，即二者在 θold处的 Hessian
均为 F。这验证了定理 6.2与推论 6.3。

10¤4 10¤3 10¤2 10¤1

10¤9

10¤7

10¤5

10¤3

KL
 

 KL 

DKL( 0 0 + d)
DKL( 0 + d 0)
1
2

2d Fd

10¤4 10¤3 10¤2 10¤1

10¤15

10¤13

10¤11

10¤9

10¤7

10¤5

10¤3

 O( 3)   Hessian  F

 KL 
 KL 

 3

图 5 左：两个方向的 KL与同一条二次曲线重合。右：残差斜率与 ϵ3 参考线平行，确认三阶收敛。

10.2 实验 2：信任域二次规划闭式解
取 n = 8、随机正定 F、随机 g、δ = 0.01，将定理 7.1的闭式解与 SLSQP数值优化结果比较：

闭式解目标值 g⊤∆θ⋆ 0.2120802592
数值优化目标值 0.2120802592

理论最优值
√

2δ g⊤F−1g 0.2120802592
两解相对误差 8.11× 10−7

闭式解处约束值 1
2∆θ⊤F∆θ 0.0100000000 (= δ)

约束在最优解处取等，互补松弛条件成立，与证明中“最优解必在边界”的论断一致。
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10.3 实验 3：自然梯度的重参数化不变性
取随机可逆雅可比 J，比较 F−1

φ gφ与 JF−1
θ gθ：∥∥F−1

φ gφ − JF−1
θ gθ

∥∥
∥F−1

φ gφ∥
= 8.40× 10−14 （机器精度）,

而作为对照，普通梯度的相应偏差为 1.94（量级为 1，完全不成立）。这验证了命题 7.2。

11 要点回顾与自测
11.1 逻辑链条
1. 得分函数零均值（引理 2.1）⇒策略梯度定理（定理 2.5）。
2. 望远镜求和⇒性能差异引理（定理 4.1）：改进量由新策略的状态分布与旧策略的优势决定。
3. 换掉状态分布得代理目标 L；优势零均值⇒ L与 J 一阶重合（定理 5.1），故误差是二阶的。
4. 二阶误差可被 KL控制（定理 5.2）⇒最大化下界保证单调不降⇒工程上改写为硬约束 (11)。
5. 目标一阶展开 + KL二阶展开（F 为 Hessian，定理 6.2）⇒二次规划 (13)。
6. KKT⇒自然梯度步（定理 7.1）⇒ FVP + CG +线搜落地。
7. 用截断替代整套信任域机制⇒ PPO（丢掉理论保证，换来实现简洁）。

11.2 自测题
1. 为什么策略梯度的推导中环境转移概率 P 会消失？这对算法意味着什么？
2. 加入基线为什么不改变梯度的期望？V π 是不是方差最小的基线？（提示：不是。最优基线是

E[∥∇ logπ∥2Q]/E[∥∇ logπ∥2]。）
3. 证明性能差异引理。若把 γ 取到 1，证明中的哪一步会出问题？
4.“忽略状态分布变化”造成的误差是几阶的？给出理由。为什么这个理由依赖于优势函数而非

Q函数？
5. 为什么 KL约束要展开到二阶，而目标只需一阶？如果反过来做会发生什么？
6. Fisher信息矩阵为什么一定半正定？它什么时候奇异？工程上如何处理？
7. 推导 ∆θ⋆ =

√
2δ/(g⊤F−1g)F−1g，并说明为何约束一定取等号。

8. TRPO中的线性搜索在补救什么误差？去掉它会怎样？
9. PPO的截断是否给出了 KL的上界？若不是，实践中靠什么防止策略跑偏？

10. 若把 γ 从 0.99改成 0.999，定理 5.2中的常数 C 变化多少倍？这说明了什么？
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